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This note provides a simple counterexample to the following conjecture of Nash-Williams 
[ 11: le, T be a denumerably infinite tree; then the complete graph on so vertices has a 
T-decomposition if and only if T has no cofinite vertex. 
Scient G un graphe infini dknombrable et K le graphe complet sur X0 sommets. 
Une G-dicomposition (ou peut-8tre G-partition) de K est une famille D = 
(E,, <pv)IP&, oh &A&l e3t une partition de E(K) et qpv un isomorphisme de G sur 
un sous-graphe gkkrateur (=spanning subgraph) de K. Le but de cette note est 
de fournir un contre-exemple & la conjecture suivante de Nash-Williams [ 11: si T 
est un arbre infini d&ombrablc, alors K a une T-d&composition si et seulement si 
T ne contient aticun sommet cofini. 
Ici on ne considerera que des graphes G infinis denombrables non orient& et 
ne contenant ni boucle, ni a&e multiple. V(G) dknote I’ensemble des sommets 
de G et E(G), I’ensemble de ses a&es. 
Soient G un graphe et x: un sommet de Cr. Le uoisinage de x dans G, not& 
V(x; G), est I’ensemble suivant: 
V(x; G) =(y E V(G): [x, y]~ E(G)}. 
La cardinal&? de V(X; G) est le degk de x danh G ce que l’on dknote degix; G). 
Nous considkrons egalement l’ensemble 
E(x; G) ={[x, y]e E(G): ye V(x; G)),. 
roposition 1. Soit G un graphe sans sommet isolk pour lequel K a we G- 
de’composition (E,,, qpy jvCN. Alors pour tout n EN et tout sommet x E V(G) 
1 ‘ensemble 
R n.x = E(x; K)\ nGIEv 
\ v=o 
est infini. 
* Recherche partiellement subvention&e par k CRSNGC (Subvention A4512). 
6012-365X/81/0000-0000/$02.50 @ 198 3 North-Holland 
136 R. Foumier 
Paeuve. Pour x: E V(K) posons 
IX ={vEW E(x; K)nE,#g). 
Comme G n’a pas de sommet is016 et V((p,G) = V(K), on a pour tout x E V(K) et 
rout entier v EN que E(x ; K) r\ E, # pl, c’est-&-dire I” = N. D’autre part, il dCcoule 
immkdiatement de la dkfinition de R,, que 
Le, s.9 n - 1) U {v(a): a f.z R,,J 
oti v(a) est l’unique indice pour lequel l’ar&e a appartient h ?&. DON, si & 
ktait fini il en serait de m8me pour I,, une contradiction. 
CoroUiaire [l]. Si 7’ est un arbre infini dhzombrable pour lequel K 11 une T- 
d&omposition, alors T ne contient aucun sommet cofini (i.e. sommet adjacent h 
preque tous les sclmmets de T). 
Prwve. Un arbre ayant au moins deux sommets n’a pas de sommet isol& 
Considhons G l’arbre dhombrable suivant dans la Fig. 1. 
Pzoposition 2. K da pas de G-&composition. 
Preave. Dhotons les Mments de V(K) par 0, 1,2, . . . . Soit (E,, q+JvEN une 
G-dicomposition d 3 K, a = [i, j] une a&e quelconque de K et Ev la classe 
contenant a. Comme E(G)=E(x; G)UE(z; G) on a que <p,(x) ou g,(z) appar- 
tient i {i,j} et B caL 7~2 de la r,ym&trie de G on peut toujours supposer que 
h ik E 3 dddi, iI. (1) 
I1 s’ensuit Cgaiement que tout sommet de K different de p,,(x) et <p,(z) est 
adjacent dans cp,G, h <p,(x) ou <p,(z). 
Sans perdre de g&&alit6 on peut supposer que 
<pow = 0, <PO(Z) = 19 <PO(Y) = 2, 
Q0Wk GJ\{YI)={2n+l: n>O), QO~(Z; G) = {h: n > 0}, (2) 
Qn remarqae que [0, l] E EO. Soit El la classe contenant [0, l]. Par (1) Q~(x) E 
(0, I}, disons rpl(x) = 1. 
Soit i, j > 1 deux sommets distincts appartenant h cpl Y(x; G) = V(l; Q~G), i.e. 
CL 4, L ik 6. 6, 
Fig. 1. 
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PaT (2) i et i sont impairs d’ou 
CO, il, I39 ilE &I* (4) 
On remarque ensuite que [i, j] # E,, v = 0, 1, car sinon v, i, i formeraknt un 
triangle daw cp,G. Soit E2 la classe contenant [i, j]. Par (1) (p2(x) E (i, j); ;sosons 
&) = k. D’apres (3) et (4) on a 
0, l$ <PAX; G). (5) 
Supposons que k ~(0, I). Comme 1- k$ q2V(x; G) par (5), on a 1 -k E 
<p*V(z; G) = V(k; (PUG), c’est-a-dire [O, l] E E2, en contradiction avec [0, l] E El. 
Nous avons done que kg (0, 1). 
Comme dans p2G chaque sommet different de q2(x) = i ou j et de &z) = k est 
adjacent soit a Q&) soit ii k, i s’ensuit de (3) et (4) que [0, k j, [l, k] E Es. Mais 
ceci contredit (2). Done K n’a pas de G-decomposition 
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